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Introduccién

Modelos de Formacion de Redes

@ Modelos estdticos: Se refiere a modelos en el que todos los
enlaces se establecen al mismo tiempo de forma aleatoria.

@ Alternativamente, en los modelos dindmicos existe una red
incial que crece de forma aleatoria y la probabilidad de
formacién de nuevos enlaces depende del estado actual de la
red.

@ En los modelos de formacién estratégica, la red es el resultado
de interaccién de agentes con intereses individuales sobre la
forma (i.e., topologia) de la red.
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Motivacion

Estos modelos se utilizan principalmente para:

o ldentificar patrones en la formacién de redes que guien la
construccién de modelos estructurales (e.g, modelos de
comportamiento).

@ Entender la forma como se difunden caracteristicas de los
agentes (e.g., informacién, enfermedades).

@ Sirven como benchmark (i.e., referencia).
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Modelos Estaticos

Modelo de Erdos - Renyi: Modelo Binomial o de Poisson

@ Modelo de Erdos - Renyi 1960.

@ Sea N = {1,....n} un conjunto de nodos (vertices).

@ Suponga que la probabilidad de que se forme un enlace entre
i,j es py que la formacién de enlaces es independiente.

@ En la practica para simular una red con este mecanismo
aleatorio: enumere todas las parejas posibles (sin importar el
orden) y después recorra la lista de parejas haciendo enlaces
de forma independiente con probabilidad p.
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Modelo de Erdos - Renyi

Si n = 3 la probabilidad de que se forme una red completa (i.e.,
todos los nodos enlazados con todos) es p® y hay una sola red
completa.

La probabilidad de que se forme una red especifica con dos enlaces
es p?(1 — p) y hay tres redes de esta forma.

Con n nodos la probabilidad de que se forme una red especifica de
m enlaces es:

n(n—1)

pm(1 - p)E (1)

v

Obsérvese que estas probabilidades son de redes donde importa la
identidad de los nodos. Por ejemplo, la probabilidad de que se
forme alguna red de tres nodos con dos enlaces es: 3p?(1 — p).



Modelo de Erdos - Renyi

@ Una forma alternativa de describir este tipo de redes es la
siguiente. Sea G(n) el conjunto de todas las redes con n
nodos y supongamos que cada red con m enlaces se selecciona
con probabilidad:

n(n—1) _
2

pm(1—p) (2)

@ Llamamos este modelo de formacion de redes el modelo

G(n, p).



Otros modelos de generacion aleatoria de redes

@ Sea G(n) el conjunto de todas las redes con n vertices. El

nimero de elementos en G(n) es 2(2). Elegir de G(n) cada
red con la misma probabilidad.



Formacion aleatoria de redes

@ Retomemos nuestro modelo de formacién aleatoria de Erdos y
Reny.

@ Calculemos algunas estadisticas descriptivas. El grado de un
nodo es el nimero de nodos con los cuales se tiene un enlace.

@ La probabilidad de que un nodo / tenga exactamente d
enlaces es:

(", )y 3)

@ Cuando n es grande y p es pequeiio esta expresion se puede
aproximar por una distribucién de Poisson (en ocasiones el
modelo binomial independiente lleva este nombre - modelo de
Poisson).

e(n—l)p n—1 d
(o= 1)) "




Formacion aleatoria de redes

@ Para ver esto, cuando n es grande y p es pequeio, obsérvese
que:

(1 - p)n—l—d s (1 - p)n—l ~ e—(n—l)p

()~ @

por otro lado:



Ejemplos de Redes: Formacién aleatoria de redes

@ Las siguientes figuras muestran una red generada usando el
modelo binomial (n =50, p = 0,02, lo cual implica que el
valor esperado del grado de un nodo es 1).

o Caracteristicas sobresalientes de grafos generados de esta
forma: la probabilidad de ciclos es baja y existe una
componente conexa grande.

Figure 1.4: A Randomly Generated Network with Probability .02 on each Link



Ejemplos de Redes: Formacién aleatoria de redes

o El siguiente grafico compara la distribucién muestral con la
aproximacién de Poisson para la distribucién binomial.
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Figure 1.5: Frequency Distribution of a Randomly Generated Network and the Poisson

Approximation for a Probability of .02 on each Link



Ejemplos de Redes: Formacién aleatoria de redes

@ Al aumentar la probabilidad de enlaces disminuyen las
componentes conexas (maximales), aumenta la componente
dominante y empeora la aproximacién de Poisson al grado del
grafo.

Figure 1.6: A Randomly Generated Network with Probability .08 of each Link



Ejemplos de Redes: Formacién aleatoria de redes
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Figure 1.7: Frequency Distribution of a Randomly Generated Network and the Poisson
Approximation for a Probability of .08 on each Link



Ejemplos de Redes: Formacién aleatoria de redes

@ Un problema con este modelo son los bajos niveles de
aglomeracién que se obtienen (i.e., indice de clustering bajo).

@ En particular, si el grado promedio crece a una tasa menor
que el nimero de nodos, el coeficiente de aglomeracién
(clustering) tiende a cero.

e El modelo de Watts y Strogatz ataca este problema (pero no
el siguiente).

@ La distribucién del grado tiende a una Poisson y no a una
power law, comin en redes (el modelo de enlaces
preferenciales, prefeential attachement, si intenta capturar
esto).



Modelos Estaticos

Modelo de configuracién

@ Tiene como objetivo generar redes aleatorias controlando la
distribucién del grado.

@ Sea {di,...,d,} los grados de una red de n vertices. La
sucesion determina la distribucién del grado
Pn(d) _ num{i:d,-:d}.

n
@ Ahora, dados n nodos queremos construir una red aleatoria
con aproximadamente el grado del vector {d, ..., d}.

@ Considere el siguiente procedimiento. Construir una lista:
1,...,1,(d1veces), 2, ..., 2, (doveces), ... (6)

@ Aleatoriamente selecione dos elementos de la sucesién, cree
un enlace entre los nodos a los que corresponde y eliminelos
de la lista.
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Modelo de configuracién

@ Obsérvese que pueden haber loops y multiples enlaces
(multigrafo). Ademas si el nimero de nodos no es par, al final
puede quedar un enlace sin formarse.

@ El modelo es disenado para reproducir aproximadamente el
grado del vector dado. Sin embargo, nada garantiza que se
puedan reproducir otra propiedades.

@ Por ejemplo, usualmente no genera patrones de cohesién
como los observados en redes reales.



Aplicacién: Contagio y difusién enfermedades

@ Variacién del modelo Reed-Frost en literatura de
epidemiologia.

@ Poblacién inicial de n individuos.

@ Con probabilidad p un individuo interactua de forma
independiente con otro individuo, algunos de los cuales
pueden ser inmunes.

@ Con probabilidad 7 un individuo es inmune.

@ Inicialmente un individuo tiene una infeccién.



Aplicacién: Contagio y difusién enfermedades

La difusion de la enfermedad puede modelarse asi:

@ Generar una red aleatoria de n nodos con el modelo Binomial
con probabilidad p.

@ Elegir aleatoriamente con la misma probabilidad nm nodos y
eliminarlos.

@ En la red resultante identificar la componente con la persona
inicialmente infectada.



Aplicacién: Contagio y difusién enfermedades

Alternativamente:

@ Generar una red aleatoria de n(1 — ) nodos con el modelo
Binomial con probabilidad p.

@ Elegir un nodo de forma aleatoria (la persona inicialmente
infectada) y estudiar la componente conexa en la que se
encuentra.

@ En el modelo de Poisson se sabe que el surgmiento de una
componente gigante lo determina p(1 — 7)n =1 (i.e,
transicién de fase). Si p(1 — 7)n > 1 con probabiliadad mayor
que cero se infecta un nimero considerable de la poblacién.

@ La siguiente figura muestra la fraccién esperada de la
poblacién en la componente gigante (i.e., personas
susceptibles) como funcidn del factor que determina la
transicién de fase.
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FIGURE 4.8  Fraction of the susceptible population in the largest component of a Poisson
random network as a function of the proportion of susceptible nodes 1 — 7 times the link
probability p times the population size n.



Modelos Dinamicos
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Modelos Dinamicos

Poisson Dindmico: Grado Esperado Exponencial

@ Supongamos que cada cierto tiempo se crea un nodo y este
forma enlaces con los anteriores de la siguiente forma.

@ Sea i€ {0,1,2,3,...} un nodo que nace en el momento i.

@ Supongamos que comenzamos con una red completa de m
nodos: {0,1,2,3,...,m — 1} y el primer nodos que nace es
m-+ 1.

@ Cada que nace un nodo, se eligen aleatoriamente m de los
nodos existentes para formar enlaces con ellos.

@ El valor esperado del grado de un nodo que nacio en i > m en
un periodo t > i es:

E[di(t)] = m+

para t grande E[d;(t)] = m(1 + log(%))
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Poisson Dindmico: Grado Esperado Exponencial

@ Luego, la proporcién de nodos con valor esperado del grado
menor de d hasta el momento t es: Fy(d) = 1 — exp(—<=").

@ En lo que sigue abusando de la notacién denotamos E[d;(t)]
por d;(t).



Preferential Attachement

@ Cada nuevo nodo, en vez de seleccionar de forma uniforme

con cuales de m nodos hacer un enlace, es mas probable
hacerlo con aquellos que ya tiene bastantes enlaces (i.e.,
pensar en como crece una red de citaciones).

La probabilidad de que un nodo existente / establezca un
enlace con un recien nacido en t se postula como:

di(t)
m t
> j=14;(t)
pero el nimero total de enlaces en la red en t es 2m, luego el
denominador es 2tm.

Se sigue que la probabilidad de que un nodo existente |
establezca un enlace con un recien nacido en t es:

di(t)
T (8)

(7)

@ Luego la aproximacién de campo medio es:

ddi(t)  di(t)

dt 2t )




Preferential Attachement

@ Luego la fraccién de nodos que tienen un grado (esperado)
menor que d es:

Fi(d)=1—m?d? (10)
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Prediccion y Prevencion de Agentes Dominates en Redes Comple

Preferential Attachment y Fitness

@ La aproximacién de campo medio es:

ddi(t)  midi(t) c qvd

dt T S(t) (I—o)nvt

donde 7n; € (0,1) es el fitness (aptitud) de i, p es una
distribucidon del fitness con la que se calculan los promedio
arriba, S(t) es un factor de normalizacién y las demds son
constantes.

SwW

e Aqui ZTW captura la posibilidad de ser eliminado de la red

(muerte, bancarrota, etc) y % la probabiliad de que i tenga
un enlace con el nodo eliminado.

o El diagrama de fase de la siguiente figura depende de
I(p, w, c). Es decir de la distribucién completa del fitness.
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Preferential Attachment y Fitness
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Fig. 1. (A) Fraction of links connected to the most dominant agent npk in the system, as a function of the total number of agents. The mean values
and + one SD bands are obtained over a sample of 100 realizations. We have fixed ¢ =1% and w = 0. Two different fitness distributions are used, one in
the WTA and one in the FGR regime (red and blue crosses in C). (B) Beta distribution density for different parameters o and 3 used to parametrize the class
of fitness distributions on [0, 1]. As o and 3 vary, all typically relevant shapes of the fitness distribution are sampled. The WTA regime is characterized by
the bulk of the probability mass being concentrated on agents of relatively low fitness, with only few fit agents that end up dominating the system (e.g.,
a=2, #=5). (C) Phase diagram showing the domains of existence for the FGR and the WTA regimes, for different preferential deletion parameters c and
w in the space of the parameters (o, () of the beta-fitness distribution. The WTA regime corresponds to values where /* < 1 (Eq. 2). This WTA regimes lies
above a line parameterized by (c, w). (D) Geodesic with respect to Wasserstein-2 metric, that is, cost minimizing interpolation from a beta distribution in the
WTA regime to a beta distribution in the FGR regime. The (approximate) path in the space of beta distributions is shown in C. (E) Distributions along the
shortest path with respect to the Euclidean distance in the (a, 8) plane (cf. dashed line in panel C). This intervention policy is more expensive than the one
along the Wasserstein geodesic.
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